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                    Teori ▪ Så beräknas volymen av en rotationskropp
med snittarean A(x)
Låt oss först se hur volymen av en s k rotationskropp kan definieras. Vi
använder en argumentering som kallas skivmetoden. Vi låter kurvan
y = x – x2, som skär x-axeln i punkterna x = 0 och x = 1, rotera kring
x-axeln.
Vi kan tänka oss att ett första ungefärligt värde på kroppens volym är
summan av de fyra cylindrarna med höjderna 1/4 . Radien på dessa
cylindrar får vi genom att låta mittpunkterna till höjderna definiera
Volymberäkningar - 2
cylindrarnas radier: 0,11; 0,23; 0,23; 0,11. Volymen av de fyra
cylindrarna = 0,10507768. De fyra cylindrarnas syns nedan.
Ett ännu bättre värde på rotationskroppens volym (=0,10474213) får vi
om vi använder 8 cylindrar.
Den tredje figuren nedan visar 16 cylindrar med volymen =
=0,10472115.
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Med 32 cylindrar blir volymen = 0,10471984
Med 64 cylindrar blir volymen = 0,10471976
Med 128 cylindrar blir volymen = 0,10471976
Vi kan nu låta antalet cylindrar gå mot oändligheten, vilket sker om
deras höjder går mot noll. Om följden av detta innebär att vi får ett
gränsvärde för summan av volymen för dessa cylindrar så är detta
gränsvärde rotationskroppens volym. Enligt definitionen på integral i är
integralen det tal I som ligger mellan alla över- och undersummor.
Eftersom gränsvärdet för allt fler cylindrar ovan också ligger mellan överoch undersummor så är detta gränsvärde lika med I.
• Vi låter f(x) vara en kontinuerlig funktion i intervallet a ≤ x ≤ b som
delas in i lika stora delintervall ∆xi . Dessa delintervall är höjder i ett
antal skivor. Dessa små skivor har i det speciella fallet (den röda
rotationskroppen ovan) volymen: ∆V = π ⋅ [ f ( xi )]2 ⋅ ∆xi
• men i det allmänna fallet (den gröna tredimensionella kroppen
nedan) behöver inte tvärsnittsareorna ( A( xi ) ) vara cirkulära utan
kan ha vilken form som helst, i figuren rätvinkliga trianglar. I detta
fall är den lilla volymen ( ∆Vi ) som börjar i koordinaten xi med
∆Vi A( xi ) ⋅ ∆xi .
bredden ∆xi : =
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I figuren har vi ritat alla de inskrivna skivorna som täcker området
a ≤ x ≤ b . Deras totala volym är i det speciella fallet
V=
V=
n
∑ ∆x ⋅ π [ f ( x )]
i
i =1
n
2
och i det allmänna fallet
∑ ∆x ⋅ A( x ) . Vi har tidigar visat att sådana summor går mot
i =1
i
ett gränsvärde om ∆xi går mot noll och f(x) är kontinuerlig. Dessa
summor är volymen av våra kroppar i de två fallen.
Vi har vidare visat (Insättningsformeln Modulen Analys – Area, s. 12)
att dessa summor kan beräknas med hjälp av den primitiva funktionen
b
V(x): V = A(x)dx = [V(x)]a = V(b) -V(a)
∫
b
a
Fundera på!
Volymen av en godtycklig tredimensionell kropp kan
b
alltid beräknas med formeln: V = ∫ π [ f ( x)]2 dx
a
En kurva som roterar runt x-axeln har alltid samma
volym som om samma kurva roterar kring y-axeln.
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